
University of Nebraska - Lincoln
DigitalCommons@University of Nebraska - Lincoln

Faculty Publications, Department of Mathematics Mathematics, Department of

2010

Generalized Fourier-Feynman Transforms,
Convolution Products, And First Variations On
Function Space
Seung Jun Chang
Dankook University, sejchang@dankook.ac.kr

Jae Gil Choi
Dankook University, jgchoi@dankook.ac.kr

David Skough
University of Nebraska-Lincoln, dskoug1@unl.edu

Follow this and additional works at: https://digitalcommons.unl.edu/mathfacpub

Part of the Applied Mathematics Commons, and the Mathematics Commons

This Article is brought to you for free and open access by the Mathematics, Department of at DigitalCommons@University of Nebraska - Lincoln. It
has been accepted for inclusion in Faculty Publications, Department of Mathematics by an authorized administrator of DigitalCommons@University
of Nebraska - Lincoln.

Chang, Seung Jun; Choi, Jae Gil; and Skough, David, "Generalized Fourier-Feynman Transforms, Convolution Products, And First
Variations On Function Space" (2010). Faculty Publications, Department of Mathematics. 206.
https://digitalcommons.unl.edu/mathfacpub/206

https://digitalcommons.unl.edu?utm_source=digitalcommons.unl.edu%2Fmathfacpub%2F206&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://digitalcommons.unl.edu/mathfacpub?utm_source=digitalcommons.unl.edu%2Fmathfacpub%2F206&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://digitalcommons.unl.edu/mathematics?utm_source=digitalcommons.unl.edu%2Fmathfacpub%2F206&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://digitalcommons.unl.edu/mathfacpub?utm_source=digitalcommons.unl.edu%2Fmathfacpub%2F206&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://network.bepress.com/hgg/discipline/115?utm_source=digitalcommons.unl.edu%2Fmathfacpub%2F206&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://network.bepress.com/hgg/discipline/174?utm_source=digitalcommons.unl.edu%2Fmathfacpub%2F206&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://digitalcommons.unl.edu/mathfacpub/206?utm_source=digitalcommons.unl.edu%2Fmathfacpub%2F206&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages


����� ����	
��
�����

 �� �
	���
	���
������ ��� ������ �� ����

����������	 
������

������ �����
�����

����������� ���	����� ��	


���� ���������� �� 
������� �����

����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

	����	��� �� ���� ����� �� ��� ��� ��� !���"#� ��$�%
��"������ ���� ����� � "�& ��� '��� !������"�
 ��� ("�!"$#��"�
��")#(� ��) ��� *"#����%*�+� �� �����,"� ,"� ,#�(��"��$�
", ��� ,"� � -�. / �-���� ��� � � � � ���� ��. ���� � �� � !��+
&�����$ ,#�(��"� ���(� ����01� � 2�

�� ������������� �� ����� ���� �	� 
��
 ��� �
	��� �	�
��� ��
��� ������� 	� 	������������ ������ ����� ����� � � ����������� �������
����������� ������	������ ���	����� ���  	������ �!���� ������	��� ���
�	��	����	� ��	����� ��� ��� "��� �������	� 	� ������	���� � 	� ��� �	��

#$%$& � #�& ' �#���� ��� � � � � ���� ��&

����� ��� �� ���	��� ��� 
���!��������(!����� ��	������� ��������� �
�
�#	& 
�#	&%

�� ���� ������ �� ���	 ����! ������	���� 	� ��� �	�� #$%$& ��� ���� �
�� � ���! ������� ������	� ����� ������� � � ������ ���� �� ��� ������
����� ����� � �% )�� ������ ��	���� ���� �� ���� �� ���� 	� ����� ��� ��
�����	���! �� ���� ����� ��� ��	������� ��	������ ���� �� ���� ����� ���
�	������	���! �� ���� ��� ��� ���*��� �	 � ����� �#	&% �� ����� 	��� ��
�� �	����� 	�� �� +����
 ,%$ ���	�� ���� ��������� � ����� ���� �#	&
��
�� ������������ ����	�� ������	������ ��	�� ������	���� �	��	����	�
��	������ ��� "��� �������	�� ���! ��Æ����%

-! ��		���� �#	& ' � ��� �#	& ' 	 	� ��� � �� ��� ������	� �����
������� � � ������� �	 ��� ������ ����� ����� � �� ��� �	 ��� 	� ��� �������
�� ���� �	��	� ����������! ��	� ��� ������� �� ���� �����%

3141 	5� ����������	 	
����� �
�		��������� 6�� ��+ 71�78
 39�31�
�������	 ��� ����	�	� ������$�:�) ��"�����  "��"� ��"(���
 &�����$�:�) ���%

$+��( *�+� �� ����&��$
 &�����$�:�) ���$+��( *"#����%*�+� �� �����,"� 
 ("�!"$#%
��"� ��")#(�
 '��� !������"��
��(��!�) ;+ ��� �)��"�� "� ��(� ;�� 31
 311<
 ��) �� ��!���) ,"� "� ���#��+ 4=


3119�

 ��!��"���#$���%����%��%�%&#� ��'(�)*+, -����� ��-.( ���/,0)/ �0,+��0,)-1 ��/1��,)��

./$



./0 ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

�� �����	� , 	� ���� ����� �� ��������� ��� ����� 	� ��� ��������
������	������ ���	����� �1����! ��	 	� ��� ����� �	������ 	� 2������	���3
2�	��	����	� ��	����3 ��� 2"��� �������	�3 ����� ���� �	����� �� ����
	��! 	���% �� �����	� 4 �� ��������� ��� $$ 	� ��� ������	������ ���	�����
��� ����� 	� ����� �	������ ����� ���� �	����� �� ���� �1����! 	���%

 � 	!"������# $�� %�!&�'��$��!#� �� ���� �����	� �� ����5! ����
��� ������������� ��	� �(� ��� ��	� �)� ���� �� ���� �	 ��������� ���
����	�� �	������ �� �����	�� , ��� 4 ���	�6 �	� �	�� ������� ��� �(� )�%

7�� 
 ' ��� � �� ��� ��� #*����& �� � ��	�������! ������� �����%
8 ����������� ��	������� ��	���� � 	� #*����& ��� 
 �� ������ �

����������	 
������� 
����� ������� �� � #�� �&'� ���	�� ����!�����
��� �	� � ' 	� � 	� � � � � � 	� � � � ��� ���������	��� ����	� ����	�
#� #	�� �&� � � � � � #	�� �&& �� �	�����! ����������� ���� ������! ������	�

#0%$&

�#�	� ��& '

�
#0�&�

��
���

#�#	�&� �#	���&&
�����

� �1�
�
�$
0

��
���

##�� � �#	�&&� #���� � �#	���&&&�
�#	�&� �#	���&

�

����� �� ' #��� � � � � ��&� �� ' �� �	 ' #	�� � � � � 	�&� �#	& �� �� ���	�����!
�	�����	�� ����������� ������	� 	� ��� � � ���� �#�& ' �� ��#	& � ����� � �
��� �#	& �� � �������! ����������� �	�����	���! ��9���������� �����������
������	� ���� �#�& ' � ��� ��#	& � � �	� ���� 	 � ��� � �%
8� �1������� �� ��(� ���� $: 0��� � ������� � ��	�������! �������

� 	� ��� ���������� ����� #�����& ����� �� �� ��� ����� 	� ���
���� ������ ������	�� �#	&� 	 � 
� ��� �� �� ��� �������� ��������� 	�
������� 	� �� ���� ������� �	 ����� ��� ��� �		������� ��������	� ����
�	#�& ' �#	& ��"��� 	� �� ��� ����������% )�� ������ #������ �&
�� � ��	�������! ������� �����% )��� ������� ����� �� ������ ���
������	� ����� ������� �! ��� ��������;�� -�	����� �	��	� ��	����
� ���������� �! �#�& ��� �#�&%
�� �	�� ���� ��� ��������;�� -�	����� �	��	� ��	���� � ����������

�! �#�& ��� �#�& �� � <������� ��	���� ���� ���� ������	� �#	& ���
�	�������� ������	� �#�� 	& ' ���	�#�&� �#	&
% -! )��	��� $4%0 ��(�
���� $:.�� ��� ��	�������! ������� � ������� �! � � ��
��� � ���������



*�����
� �6	�� ./,

�����	�� �� ����	���� �! ������� � � #����� �� �=�������� �	 ��� -�����
����� 	� �	�����	�� ������	�� � 	� ��� � � ���� �#�& ' � ����� ���
��� �	��&% >����� #������� � ���#������� � �&� �& �� ��� ������	� �����
������� �! � ����� �#������� � �& �� ��� -	��� ��������� 	� ������� � �%

8 ������ � 	� ������� � � �� ���� �	 �� ��������������� ���������� ��+�
��	����� �� �� �#������� � �&����������� �	� ��� � � �� ��� � ������
��������� ���������� ��� � �� ���� �	 �� � ��������������� ���� ���
��	����� �#��& ' � �	� ��� � � �% 8 ��	����! ���� �	��� �1���� 	� �
��������������� ���� ��� �� ���� �	 �	�� ��������������� ���	�� ����!�����
#���%�%&% �� ��	 ������	���� � ���  ��"��� 	� ������� � � ��� �=��� ��
�%�%� �� ����� � �  %
7�� �������� � � �� ��� >������ ����� 	� ������	�� 	� ��� � � �����

��� 7������� ���������� ��� �=���� ���������� ���� ������� �	 ���
7������� ������*�� �������� 	� ��� � � ������� �! �#�& ��� �#�&6 �%�%�
#0%0&

�������� � � '

�
! ?

� �

�

!�#�& 
�#�& �� ���

� �

�

!�#�& 

�
#�& ��
�

����� 
�
#	& ���	��� ��� �	��� �������	� 	� ��� ������	� � 	� ��� ��������
��� 	�%

 	� "� ! � �������� � �� ���

#0%,& #"� !&��� '

� �

�

"#	& !#	& 
��#	& @ 
�
#	&��

)��� #�� �&��� �� �� ����� ��	���� 	� �������� � � ��� �"���� '
	
#"� "&���

�� � �	�� 	� �������� � �% �� ����������� �	�� ���� �"���� ' � �� ��� 	��!

�� "#	& ' � ���	�� ����!����� 	� ��� � �%  �������	�� #�������� � �� ������&
�� � ��������� >������ �����%

7�� 	#�
���� �� � �	������ 	���	�	��� ��� 	� ����������� ������	�� 	�
�	����� �������	� 	� ��� � � ���� ����

##� � #
&��� '

�
� $ �' %
$ $ ' %�

��� �	� ���� ! � �������� � �� ���

#0%4& !�#	& '
��

���

#!� #�&���#�#	&



./4 ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

�	� � ' $� 0� � � � % )���� �	� ���� ! � �������� � �� ��� 
���!��������
(!����� #
�(& ��	������� �������� �!� �� �� ��"��� �! ��� �	�����

#0%A& �!� �� ' ���
���

� �

�

!�#	& 
�#	&

�	� ��� � � ������� � � �	� ����� ��� ����� �1����6 	�� ��� ��	� ����
�	� ���� ! � �������� � �� ��� 
�( �������� �!� �� �1���� �	� ���%�%
� � ������� � �%

�� ���	�� ��� ������	� ����� �������� 	� � �#������� � �&�����������
������	��� � �!

#0%/& &�� � '

�
�������� �

� #�& 
�#�&

�������� ��� �������� �1����%

�� ��� �	� ����! �	 ����� ��� ��"����	� 	� ��� ��������;�� ����!���
 �!���� ��������%

	!"������  ��� 7�� � ���	�� ��� �	����1 �������% 7�� �� '

	' � � ? +�' � �
 ��� 
�� ' 	' � � ? ' �' � ��� +�' � �
% 7��
� ? ������� � � � � �� ���� ���� �	� ���� ' � �� ��� ������	� �����
��������

(#'& '

�
�������� �

� #'�����& 
�#�&

�1���� �	� ��� ' � �% �� ����� �1���� � ������	� (�#'& ����!��� �� ��

���� ���� (�#'& ' (#'& �	� ��� ' � �� ���� (�#'& �� ��"��� �	 �� ���
����!��� ������	� ����� �������� 	� � 	��� ������� � � ���� ��������� '�
��� �	� ' � �� �� �����

#0%.& &�	� �� � � &�	�
� �� #�&� ' (�#'&�

7�� ) �' � �� � ���� ������� ��� ��� � �� � ������	��� ���� ����
&�	� �� � �1���� �	� ��� ' � ��% �� ��� �	��	���� ����� �1����� �� ���� ��
��� ��������;�� ����!���  �!���� �������� 	� � ���� ��������� ) ���
�� �����

#0%:& &�	
� �� � � &�	
�
� �� #�&� ' ���


����
&�	� �� �

����� ' ����	����� �*) ���	��� ������ �� ��%



*�����
� �6	�� ./A

B�1�� ��� ��� (� ) ,�� �� ����� ��� ��"����	� 	� ��� ��������;��
����!���  	������ �!���� ������	�� #<  )&%

	!"������  � �  	� ' � �� ��� + � ������� � �� ���

#0%C& �
#� &#+& ' &
�	�
� �� #+ @ �&��

 	� , � #$� 0�� �� ��"�� ��� �� ����!��� <  )� ��#,6� & 	� � � �! ���
�	����� #' � ��&

#0%$�& ��#,6� &#+& ' �%�%�%
�����
#� &#+&

�� �� �1����6 �%�%� �	� ���� � � ��

���

����

�
�������� �

���
#� &#�+&� ��#,6� &#�+&����


�#+& ' �

����� $-,@$-,� ' $% �� ��"�� ��� �� ����!��� <  )� ��#$6� & 	� � �
�! ��� �	����� #' � ��&

#0%$$& ��#$6� &#+& ' ���

����

�
#� &#+&

�� �� �1����%

�� �	�� ���� �	� $ � , � 0� ��#,6� & �� 	��! ��"��� ���%�% �� ���	
�	�� ���� �� ��#,6� & �1���� ��� �� � �  � ���� ��#,6 & �1���� ���
��#,6 & � ��#,6� &%

	!"������  �-� 7�� � ���  �� ���������� ������	���� 	�
������� � �%  	� ' � 
��� �� ��"�� ����� �	��	����	� ��	���� #�� �� �1����&
�!

#0%$0& #� � &
#+&

'

�
&�	�
� �� ##+ @ �&-

�
0& ##+ � �&-�0&� ' � ��

&
�	
�
� �� ##+ @ �&-

�
0& ##+ � �&-�0&� ' ' �*)� ) � �� ) �' �%

��
��� 0%$% #�& ���� ' ' �*)� �� ���	�� #� � &
 �! #� � &�%
#��& D�� ��"����	� 	� ��� �	��	����	� ��	���� �� ��9����� ���� ���

��"����	� ����� �! E�� �� ��-� ��� ���� �! E		 �� ��.�% �� ��-� ��� ��.��
E�� ��� E		 ����! ������	������ ������� ����� �	��	����	� ��	���� ���
 	������������ ������	��%



.// ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

�� ��1� ���� ��� ��"����	� 	� ��� "��� �������	� 	� � ������	��� � 	�
������� � �%

	!"������  �(� 7�� � �� � �#������� � �&����������� ������	��� 	�
������� � �� ��� ��� . � ������� � �% )���

#0%$,& Æ� #�
.& ' /

/0
� #�@ 0.&

���
���

#�� �� �1����& �� ������ ��� "��� �������	� 	� � %

)��	���	�� ���� ������ ���� �	�
��� ���� Æ� #�
.&� �� ���� ����!�
��=���� . �	 �� �� ������� 	� 1 �����
#0%$4&

1 ' 	. � ������� � � ? .#	& '

� 	

�

2#�& 
�#�& �	� �	�� 2 � �������� � �
�

7�� 	��� � � � � ��
 �� �� 	���	�	���� ��� 	� ������	�� ��	� #�������� � �� ��
����&% )��� �	� $ � 	$� � � � � �
� ���

#0%$A& 1� '

� �

�

��#	& 
�#	& ��� �� '

� �

�

��� #	& 
�#	&�

��� �	�� ���� �� �� ����!� �	������� ����� 1� ��! �� �	������� ��������
	� ;��	%  �������	��� �	� �" � ��� �� ���� ����� �#�"& ' �#"�� � � � � "�&
��� �#�"@ ���� +�& ' �#"� @ ���� +�� � � � � "� @ ���� +�&%
B�1� �� ����� � ���! ����������� ���������	� �	����� �	� ��� ������	�

����� ������� � �%

�/!��!'  ��� ��� 	��� � � � � ��
 �� �� ��������
�� ��� �� ���������

���
 #�������� � �� � � ����&� ��� � ? �� � � �� �������� 
���������� ��	

���

#0%$/& � #�& ' �#���� ��� � � � � ���� ��& ' �#���� ��&�

����



*�����
� �6	�� ./.

#0%$.&

&�� � �
�
�������� �

�#���� ��& 
�#�&

'

� ��
���

0���

����� �
��

�#�"& �1�

�
�

��
���

#"� �1�&
�

0��

�

�"

�� ��� ����� ����� �� ������ ��	� ������� ���� ��	�� ����� ��	 �������� ���	��

�� "���� ���� �����	� �! ���������� ��� ������ �#,63& 	� ��� �����
��	���� ���� �� ���� �� �	�
��� ���� �� ���� �����% 7�� � �� �
�	������ �������#"1�� ���	���	�� ���� �����&� ��� ��� 	��� � � � � ��

�� �� 	���	�	���� ��� 	� ������	�� ��	� #�������� � �� � � ����&% 7�� 3
�� � �	��������� �������#"1�� ���	���	�� ���� �����&% )���� �	�
$ � , � �� ��� �#,63& �� ��� ����� 	� ��� ������	���� 	� ��� �	��
#0%$/& �	� ���%�% � � ������� � � ����� ��� 	� ��� %�� 	���� ������� �������
����� ������� ���#"�� � � � � "�& ' ������� ���#�"& 	� � ? �� � � ��� �	�����
�	�� ��� �� ��#��& �	� % � 	�� $� � � � �3
 ��� ���� $� � 	$� � � � � �
%
8��	 ��� �#�63& �� ��� ����� 	� ��� ������	���� 	� ��� �	�� #0%$/&
�	� ���%�% � � ������� � � ����� �	� % ' �� $� � � � �3� ��� 	� ��� %�� 	��
��� ������� ����������� ������� ���#�"& 	� � ��� �� ��#�

�&� ��� ����� 	�
�	����� �	�����	�� ������	�� 	� �� ���� ������ �� ��"���!% B	�� ����
�#,63@ $& � �#,63& �	� 3 ' �� $� � � � %

�� ���� �	��������� 	� ��� ����� �#063& ����� ��� ������	�! �� �	��
�������� �� =������ ��������� ��� 	���� ���������	�� ���� ��� ���
���	�! �	� $ � , � 0%

-� �!&$����#/�%# ��0�&0��1 �2� ����!%�#� �� ���� �����	�� ��
��������� ��� 	� ��� ����	�� ������	������ ���	����� �1����! ��	 	� ���
����� �	������ 	� ��� ��������;�� ��  	������ �!���� ������	��� ���
�	��	����	� ��	���� ��� ��� "��� �������	� �	� ������	���� �� �#063&%
)���� ����� �������� ������	������ ��� ����� �! �=����	�� #,%$.& #,%$C&�
#,%0:&� #,%0C&� #,%,,& ��� #,%,.& ���	�%

��
��� ,%$% 7�� � � �#063& �� ����� �! �=����	� #0%$/&% ��
���������� &�� #'�����&� �	� ' � �� ��� �1������	�



./: ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

#,%$& 4#'6 �"& ' �1�

�
�

��
���

#
�
'"� �1�&

�

0��

�

	����� ���� 1� ��� �� ����� �! �=����	� #0%$A& ��	��% F�����! �	�
' � �� 
4#'6 �"&
 � $ �	� ��� �" � �� ����� �� � � �	� ��� $ ' $� � � � � �%

-�� �	� ' � 
��� 
4#'6 �"&
 �� �	� ����������! �	����� �! $% B	�� ����
�	� ���� ' � 
���

�
' ' 5@
* ���� 5 � 


 � �% >����� �	� ���� ' � 
��

#,%0&

4#'6 �"& ' �1�

�
�

��
���

�#5� � 
� @ 05
*&"�� � 0#5@ 
*&1�"� @1
�
� �

0��

�
�

��� �	

#,%,& 
4#'6 �"&
 ' �1�

�
�

��
���

�#5� � 
�&"�� � 051�"� @1
�
� �

0��

�
�

B	�� ���� �	� ' � ��� +� #
�
'& ' 5 � 


 ' 
�� #

�
'&
 � �� �����

������� ���� 5��
� � �% >����� �	� ���� ' � ��� 4#'6 �"&� �� � ������	�
	� �"� �� �� ������� 	� ��#��& �	� ��� , � �$�@��6 �� ����� 4#'6 �"&
���	 ���	��� �	 ��#�

�&� ��� ����� 	� �	����� �	�����	�� ������	�� 	�

�� ���� ������ �� ��"���!% >	������ �� ' ' �*) � 
�� � ��� �����
' '

��*) ' 5 @ 
* ���� 5 '
	
)
-0 ' 


% )���� �	� ' ' �*)�

) � �� 	�
� 5� � 
� ' �� ��� �	

#,%4& 
4#�*)6 �"&
 ' �1�

� ��
���

�
	
0
)
1�"� �1�

� �

0��

�
�

����� �� �	� ����������! �� ��#��& �	� ��! , � �$�@��% )���� �	 	�����
��� �1������� 	� ��#06� &� ��#06 &� #� �  &�� ���%� �� ���� ���� �	 ���
������	��� ���������	�� 	� � ���  ������� �����! ��=������ ���� �	 ��
�������� 	� �#063&%
)�� ���=�����!

#,%A&


4#'6 �"&
 � �1�

� ��
���

51�"�
��

�
� �1�

��
$ @ 
)

0

���� ��
���


1�"� 

��

�
�



*�����
� �6	�� ./C

����� �	��� �	� ��� ' � 
�� ���� 5 ' +� #
�
'& � ##$ @ 
)
&-0&���� �� ����

������� ����� ���	�%

��
��� ,%0% B	�� ���� �� ��� ������� 	� ����� �#	& ' � ��� �#	& ' 	
������� ���� 1� ' � ��� �� ' $ �	� ��� $ ' $� � � � � �6 ��� ����


4#'6 �"&
 � $ �	� ��� ' � 
��%

)�� �	��	���� ������ ���� �� �(�� �	��	�� �����! ��	� ��� ��"����	��
	� Æ� #+
.& ��� �#,63&%

�!''$ -��� ��� $ � , � @� �� ������ ��� 3 �� � �������� ��������

��� � � �#,63& �� ����� �� �������� #0�$/&� ��	 ��� . �� �� ���
��� ��

1� ����

#,%/& Æ� #+
.& '
��

���

��� � .���#���� +�&

��� � ���� + � ������� � �� !������
���� �� � �������� �� +� Æ� #+
.& �
�#,63� $&�

7�� � � �#063& �� ����� �! #0%$/&� ���  � �#063& �� ����� �!
#,%.&  #+& ' 6#���� +�&�
��� �	� ' � 
��� ���

#,%:& ��#'& '

� ��
���

'

0���

����

�

��� ���

#,%C& 7#'6 �8& ' ��#'&

�
��

�

� �8 @ �"�
0

�
6

��8 � �"�
0

�
4#'6 �"& 
�"�

�!''$ -� � ��� ' � 
�� �� ������ ���  � �#063& �� ����� ��

#,�.&� ��� � � �#063& ����� �� #0�$/& �� ���� ����

#,%$�& 9#'6 �8& '

�
��

������ �8 @ �"�
0

�
4#'6 �"&

����� 
�"



..� ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

�� �� ���
��� �� ��#��&� ���� 7#'6 �& � ��#��& ����� 7#'6 �8& �� �����

�� �������� #,�C&�

"����% -! >G	����H� ���=�����!�

#,%$$&

�
��


7#'6 �8&
� 
�8

� 
��#'&
�
�
��


�
��

������ �8 @ �"�
0

�
6

��8 � �"�
0

�
4#'6 �"&

���� 
�"��
�8
� 
��#'&
�

�
��


�
��

������ �8 @ �"�
0

�
4#'6 �"&

�����
�" �
��

����6��8 � �"�
0

������
�"�
�8
' 
��#'&
�0����6���

�
��

9#'6 �8 & 
�8 ��

������
��

����6� �8 � �"�
0

������ 
�" ' 0���
�
��


6#�.&
� 
�. ' 0����6����

�� 	���� �	 ��	� ���� #� �  &� �1���� �� �� ������� 	� �#063&�
�� ���� �� ������� �	 "��� ��	� ���� �	� ���� ' � 
��� 7������ ���#'6

�8&

���	��� �	 ��#��&� �� � ������	� 	� �8� �	� ���� : � 	�� � � � �3
 ��� ����
*� � 	$� � � � � �
%

�!''$ -�-� ��� ' ��	  �� �� �� ��

� ,�0� ��� � � �#063&
����� �� #0�$/& �� ���� ����

#,%$0&

�
��

����������� �����8 @ �"�
0

�
4#'6 �"&

����� 
�"
�� �� ���
��� �� ��#��& ��� ���� % � 	�� � � � �3
 ��	 ���� $� �
	$� � � � � �
� ���� 7������ ���#'6

�8& �� �� ���
��� �� ��#��& ��� ����

: � 	�� � � � �3
 ��	 ���� *� � 	$� � � � � �
 ��	 ����� 7#'6 ���� +�& �� ��

���
��� �� �#063&�

"����% )��� ����� �	��	�� ����������! ��	� 7���� ,%0 �������
7������ ���#'6

�8& �� ��� ��� 	� 0� ������ ���� 	� ����� ��� �� ��	�� �	



*�����
� �6	�� ..$

���	�� �	 ��#��& ����� >G	����H� ���=�����!� �	�����	� #,%$0&� ��� ���
���� ���� ��� 	� ��� $�� 	���� ������� ����������� 	� 6 ���	�� �	 ��#��&
�	� ���� $ � 	�� � � � �3
 �������  � �#063&% )���� 7#'6 ���� +�& �
�#063&%

�/!��!' -�(� ��� ) � � � 	�
� ���  � �#063& �� ����� �� #,�.&�
��	 ��� � � �#063& ����� �� #0�$/& �� ���� ����

#,%$,&

�
��

����������� ���� �8 @ �"�
0

������ �1��0�$ @ 
)

0

���� ��
���


1�"� 

��

�

�"�

�� � �������� �� �8� �� �� ���
��� �� ��#��& ��� ���� % � 	�� � � � �3

��	 ���� $� � 	$� � � � � �
� ���� #� � &� ������ �� �� ���
��� �� �#063&
��	 ��� � ���� + � ������� � � �� ����� �� ��� ���
���

#,%$4& #� � &�#+& ' 7#�*)6 ���� +�&

���� 7#'6 �8& ����� �� �������� #,�C&�

"����%  ���� �	�� ���� ���=�����! #,%A& �	������ ���� �	�����	� #,%$,&
������� ���� �	�����	� #,%$0& �	��� ���� ' ' �*)% >���� �! 7���� ,%,�
7#�*)6 ���� +�& ���	��� �	 �#063&%
B�1� �	�� ���� �	� ��� ' � 
�� ���� +� #

�
'& � ##$ @ 
)
&-0&����

#,%$A&

������#'&�

����� +�@ �"�
0

�
4#'6 �"&6

����� +� � �"�
0

�����
� ��#$ @ 
)
&

������ ���� +�@ �"�
0

�����
� �1�

��
$ @ 
)

0

���� ��
���


1�"� 

��

�����6� ���� +� � �"�
0

�����
�	� ���%�% + � ������� � �% -�� ��� ����� ���� 	� #,%$A& �� ����������� 	� '�
��� �� � ������	� 	� �"� �� �� ������� 	� ��#��& ����� ��� ��	���� 	� ��	
���������	�� �� �� ���������	�% >����� �! ��� �	������� �	���������



..0 ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

���	����

#� � &�#+& ' &�	
�
�



�

�
+ @ ��

0

�
 

�
+ � ��

0

��
' ���


����
&�	�
�



�

�
+ @ ��

0

�
 

�
+ � ��

0

��
' ���


����
��#'&

�
��

�

����� +�@ �"�
0

�
6

����� +� � �"�
0

�
4#'6 �"& 
�"

' ��#�*)&
�
��

�

� ���� +�@ �"�
0

�
6

� ���� +� � �"�
0

�
4#�*)6 �"& 
�"

' 7#�*)6 ���� +�&
�	� ���%�% + � ������� � �% )���� #� � &� �� �� ������� 	� �#063&%

�/!��!' -�.� ��� )�  ��	 � �� �� �� ������
 ,�4� ����� ���

���� . � 1� Æ#� �  &�#+
.& ������ �� �� ���
��� �� �#063 � $&� ��	

��� � ���� + � ������� � � �� ����� �� ��� ���
���

#,%$/& Æ#� � &�#+
.&

'
��#�*)&�

0

�
��



�

� ���� +�@ �"�
0

� ��
���

���� .�6�
� ���� +� � �"�

0

�

@ 6

� ���� +� � �"�
0

� ��
���

���� .���
� ���� +�@ �"�

0

��
4#�*)6 �"& 
�"�

"����% -! )��	��� ,%4� #� �  &� �1���� �� �� ������� 	� �#063&
��� �� ����� �! �=����	� #,%$4&% >����� �! 7���� ,%$� Æ#� � &�#+
.&
�1���� �� �� ������� 	� �#063� $& ��� �� ����� �! ��� �	�����

#,%$.& Æ#� � &�#+
.& '
��
���

���� .�7�#�*)6 ���� +�&�

 	����� #,%$/& �	� �	��	�� �������! ��	� #,%$.& ��� #,%C&%

B�1� �� 	����� �	������ �	� ��� �	��	����	� ��	���� 	� ��� "���
�������	� 	� ������	����% �� )��	��� ,%/� �� ��
� ��� �	��	����	� ����



*�����
� �6	�� ..,

������� �	 ��� "��� �������� 	� ��� �������	�� ����� �� )��	��� ,%.�
�� ��
� ��� �	��	����	� ���� ������� �	 ��� ���	�� �������� 	� ���
�������	��%

�/!��!' -�)� ��� )�  ��	 � �� �� �� ������
 ,�4� ����� ���

���� . � 1� ��� ����������� ���	��� #Æ� #�
.& � Æ #�
.&&� ������ �� ��

���
��� �� �#063 � $&� ��	 ��� � ���� + � ������� � � �� ����� �� ���

���
���

#,%$:& #Æ� #�
.& � Æ #�
.&&�#+&

' ��#�*)&
�
��


 ��
���

��� � .���
� ���� +�@ �"�

0

��

�

 ��
���

���� .�6�
� ���� +� � �"�

0

��
4#�*)6 �"& 
�"�

"����% )�� ���� ���� �	� ��� $� : � 	$� � � � � �
�

�#�*)6 �8& �
�
��

��

��8 @ �"�
0

�
6�

��8 � �"�
0

�
4#�*)6 �"& 
�"

���	��� �	 ��#��& �	��	�� ��	� >G	����H� ���=�����!% 8��	 �#�*)6 ���� +�&
�� �� ������� 	� �#063 � $& ����� ������� ���#�*)6 �8& � ��#��& �	� ����
% � 	�� � � � �3 � $
 ��� ���� $� � 	$� � � � � �
% I=����	� #,%$:& ����
�	��	�� ����������! ����� ��� ��"����	� 	� ��� �	��	����	� ��	�����
�=����	� #,%/& ��� ��� �	����� Æ #+
.& '��

������� .�6�#���� +�&%

�/!��!' -�3� ��� ) � � � 	�
� � � �#063& �� ����� �� #0�$/&�
��	 ���  � �#063& �� ����� �� #,�.&� ����� ��� ���� . � 1 ��	 ���

� ���� + � ������� � �� #Æ� #+
�& � Æ #+
�&&�#.& ������ ��	 �� ����� �� ���

���
���

#Æ� #+
�& � Æ #+
�&&�#.&
#,%$C&

'



Æ� #+
.-

�
0& @

�
*

0)

���� ��
���

1���#���� +�&
�



..4 ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

�


Æ #+
.-

�
0&�

�
*

0)

���� ��
���

1�6�#���� +�&
�

� *

0)

��
���

����#���� +�&6�#���� +�&�

!������
���� �� � �������� �� +� #Æ� #+
�& � Æ #+
�&&�#.& �� �� ���
���

�� �#$63� $&�

"����% J���� �=����	� #0%$.&� �	������ ���� K�"����	� 0%$� �� �	��	��
����

#,%0�& &�	
�
� ���� � ������ ��� '

�
#*-)&1�1� $ �' :
#*-)&�� @ #*-)&1�

� $ ' :

��� ����

#,%0$& &�	
�
� ���� � ��� '

�
*

)

����

1� �

I=����	� #,%$C& �	� �	��	�� ��	� ��� ���������	� ���	�?

#Æ� #+
�& � Æ #+
�&&�#.&

' &�	
�
�



Æ�

�
+

����. @ ��
0

�
Æ 

�
+

����. � ��
0

��
' &�	
�

�


� ��
���

��� � . @ ���
0

��#���� +�&
�� ��

���

���� . � ���
0

6�#���� +�&
��

'
$

0

��
���

��
���

��#���� +�&6�#���� +�&&�	
�
� ���� � . @ ������ . � ���

'
$

0

��
���

��
���

��#���� +�&6�#���� +�&

� �&�	
�
� ���� � .����� .� � ��� � .����� ��@ ��� � ������ .��

� &�	
�
� ���� � ������ ���

�
'
$

0

��
���

��
���

��#���� +�&6�#���� +�&



*�����
� �6	�� ..A

�


��� � .����� .� �

�
*

)

����

1���� � .�@
�
*

)

����

1����� .�
�

� $

0



*

)

�
� ���

��#���� +�&6�#���� +�&1�1�

@
*

)

��
���

��#���� +�&6�#���� +�&#�� @1
�
� &

�

'
��

���



��� � .-

�
0�@

�
*

0)

����

1�

�
��#���� +�&

�
��
���



���� .-

�
0� �

�
*

0)

����

1�

�
6�#���� +�&

� *

0)

��
���

����#���� +�&6�#���� +�&

'



Æ� #+
.-

�
0& @

�
*

0)

���� ��
���

1���#���� +�&
�

�


Æ #+
.-

�
0&�

�
*

0)

���� ��
���

1�6�#���� +�&
�

� *

0)

��
���

����#���� +�&6�#���� +�&

����� �=����	�� #,%0�& ��� #,%0$&%

D�� ��1� ���	��� �� � ��������� 	� )��	��� A%$ �� �(�%

�/!��!' -�4� ��� ) � � � 	�
 �� ������ ��� � � �#063& ����� ��

#0�$/& �� ���� ����

#,%00&

�
��


������� ���#�8 @ �"&
 �1�
��

$ @ 
)

0

���� ��
���


1�"� 

��

�

�"

�� �� ���
��� �� ��#��& ��� ���� % � 	�� � � � �3
 ��	 ���� $� �
	$� � � � � �
� ���� ��#06� & �� �� ���
��� �� �#063& ��	 �� ����� ��



../ ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

��� ���
���

#,%0,& ��#06� &#+& ' ##�*)6 ���� +�&

����

#,%04& ##'6 �8& ' ��#'&

�
��

�#�8 @ �"&4#'6 �"& 
�"� ' � 
���

��
��� ,%,% ��  � �#063& ����� �! #,%.& �� ���� ����

#,%0A&

�
��


6������ ���#�8 @ �"&
 �1�
��

$ @ 
)

0

���� ��
���


1�"� 

��

�

�"

�� �� ������� 	� ��#��& �	� ���� % � 	�� � � � �3
 ��� ���� $� �
	$� � � � � �
� ���� ��#06 & � �#063& ��� �	� ���%�% + � ������� � ��

#,%0/& ��#06 &#+& ' ;#�*)6 ���� +�&

����

#,%0.& ;#'6 �8& ' ��#'&

�
��

6#�8 @ �"&4#'6 �"& 
�"� ' � 
���

��
��� ,%4% �� ��� ��		� 	� )��	��� A%$ �� �(� �� ��	��� ���� �	� #
����� �! #,%04&�

##'6 �8& �� ##�*)6 �8& ���	�� ����!����� 	� ���

�##'6 �&�� �� �##�*)6 �&���
��� ����� ����

�##'6 �&� ##�*)6 �&�� �� �

�� '� �*) ���	��� ������ �� ��% D� �	���� ��� ���� �	������	�� �	��

�	� ;#'6 �8& ����� �! #,%0.&%

�� 	�� ��1� �����
 �� �	�� ���� ��� ������	�� ���� ������� �	 ���
"��� �������� 	� ��� �������	� �=���� ��� �������	� 	� ��� ������	��%



*�����
� �6	�� ...

��
��� ,%A%  	� . � 1� ) � ��	�
 ��� � �� �� )��	��� ,%: ��	���
F	�	����! A%0 �� �(� ������� ����

#,%0:&

Æ��#06� &#+
.& '��#06 Æ� #�
.&&#+&

'
��

���

��� � .�#�#�*)6 ���� +�&�

������ �� � ������	� 	� +� �� �� ������� 	� �#063� $&%

�� 	�� ��1� ���	��� �� ��
� ��� ������	�� ���� ������� �	 ��� ���	��
�������� 	� ��� �������	�%

�/!��!' -�,� ��� ) � ��	�
 �� ������ ��	 ��� � � �#063& �� �����

�� �������� #0�$/&� ����� ��� ���� . � 1 ��	 � ���� + � ������� � ��

#,%0C& ��#06 Æ� #+
�&&#.& ' Æ� #+
.& @
�
*

)

���� ��
���

1���#���� +�&

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#063� $&�

"����%  	� ��� ' � ��� ����� #,%/& �� ��� ����

�
#Æ� #+
�&&#.& ' &�	�
� �Æ� #+
. @ �&�

' &�	�
�


 ��
���

��� � . @ ����#���� +�&
�

'
��

���

��#���� +�&&�	�
� ���� � .�@ ��� � ���

'
��

���

��#���� +�&


��� � .�@ 1��

'

�
�

7������ '� �*) ��	��� ����� �� �� !����� #,%0C& �� �������%

�/!��!' -��+� ��� )� � ��	  �� �� �� ������
 ,�4� !������
����

����
� ����

#,%,�&

�
��

��7������ ���#�*)6 �8 @ �"&�� �1���$ @ 
)

0

���� ��
���


1�"� 

��

�

�"



..: ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

�� �� ���
��� �� ��#��& ��� ���� % � 	�� � � � �3
 ��	 ���� $� �
	$� � � � � �
 ���� 7 ����� �� �������� #,�C&� ���� ��#06 #� �  &�& ��

�� ���
��� �� �#063& ��	 �� ����� �� ��� ���
���

#,%,$& ��#06 #� � &�&#+& ' L#�*)6 ���� +�&

����

#,%,0& L#'6 �8& ' ��#'&

�
��

7#'6 �8 @ �"&4#'6 �"& 
�"� ' � 
���

"����% -! )��	��� ,%4 �� 
�	� ���� #� � &�#+& ' 7#�*)6 ���� +�& �
�#063&% )��� �! )��	��� ,%: ���� � �������� ���� #� � &�� �� 
�	�
����
#,%,,&
��#06 #� � &�&#+& ' ��#067#�*)6 �&&#+&

' L#�*)6 ���� +�&
' ��#�*)&

�
��

7#�*)6 ���� +�@ �"&4#�*)6 �"& 
�"

�� �� ������� 	� �#063&%

�/!��!' -���� ��� ) ��	 � �� �� �� ������
 ,�:� ���  � �#063&
�� �� �� ��
��� ,�,� !������
���� ����
� ���� # ����� �� ��������

#,�04& �� ���� ����

#,%,4&�
��


�
��

����������� �����8 @ �"�
0

@ �!

����� �1���$ @ 
)

0

���� ��
���


1�!� 

��

�

�!

��

� �1�
�
0

�
$ @ 
)
�

0

���� ��
���


1�"� 

��

�

�"

�� �� ���
��� �� ��#��& ��� ���� % � 	�� � � � �3
 ��	 ���� $� �
	$� � � � � �
� ���� ��� ����������� ���	��� #��#06� & � ��#06 &&� ������



*�����
� �6	�� ..C

�� �� ���
��� �� �#063& ��	 ��� � ���� + � ������� � � �� ����� �� ���

���
���

#,%,A& #��#06� & � ��#06 &&�#+& ' M#�*)6 ���� +�&

�����

#,%,/&

M#'6 �8& ' ��#'&

�
��

#

�
'6
�8 @ �"�
0

�
;

�
'6
�8 � �"�
0

�
4#'6 �"& 
�"� ' � 
��

���� ;#'6 �8& ����� �� �������� #,�0.&� ���� �� �� ���� ��� � ���� + �
������� � ��

#,%,.& #��#06� & � ��#06 &&�#+&

' ��#�*)&
�
��

#

�
�*)6 ���� +�@ �"�

0

�
;

�
�*)6 ���� +� � �"�

0

�
4#�*)6 �"& 
�"�

"����% -! )��	��� ,%: ��� +����
 ,%4 �� 
�	� ���� ��#06� &#+& '
##�*)6 ���� +�& ��� ��#06 &#+& ' 7#�*)6 ���� +�& ��� �������� 	� �#063&%
J���� ���=�������� #,%A& ��� #,%,4& �� ��� ����

#,%,:&

�
��

����#������ ����� *)6 �8 @ �"�
0

�
4#�*)6 �"&

����� 
�"
�� �� ������� 	� ��#��& �	� ���� % � 	�� � � � �3
 ��� ���� $� �
	$� � � � � �
% 8���!��� 7���� ,%, ���� #,%$0& �������� ���� #,%,:&�
�� ���	 ��� ���� M������ ���#�*)6 ���� +�& ���	��� �	 �#063& �	� ���� : �
	�� � � � �3
 ��� ���� *� � 	$� � � � � �
%



.:� ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

B	�� ���� �	� ��� ' � 
�� ���� +� #
�
'& � ##$ @ 
)
&-0&����

#,%,C&

������#'&#

�
'6
���� +�@ �"�

0

�
4#'6 �"&;

�
'6
���� +� � �"�

0

�����
� ��#$ @ 
)
&

����#�'6 ���� +�@ �"�
0

�����
� �1�

��
$ @ 
)

0

���� ��
���


1�"� 

��

�����;�'6 ���� +� � �"�
0

�����
� ���#$ @ 
)
&�� �

��

������ ���� +�@ �"�
0

@ �!

�����
� �1�

��
$ @ 
)

0

���� ��
���


1�!� 

��

�

�!

� �1�
�
0

�
$ @ 
)

0

���� ��
���


1�"� 

��

�

�
�
��

����6� ���� + � �"�
0

@ �!

����� �1���$ @ 
)

0

���� ��
���


1�!� 

��

�

�!

�	� ���%�% + � ������� � �% -�� ��� ���� �1������	� 	� #,%,C& �� �����������
	� '� ��� �� � ������	� 	� �"� �� �� ������� 	� ��#��& ����� ���
��	���� 	� ��	 ���������	�� �� �� ���������	�% >����� �! ��� �	�������
�	��������� ���	����

#��#06� & � ��#06 &&�#+&

' ���

����

&�	�
�



�
#� &

�
+ @ ��

0

�
�
# &

�
+ � ��

0

��
' ���


����
��#'&

�
��

#

�
'6
���� +�@ �"�

0

�
;

�
'6
���� +� � �"�

0

�
4#'6 �"& 
�"

' M#�*)6 ���� +�&

�	� ���%�% + � ������� � �%

(� �!&$����#/�%# ��0�&0��1 �/�!! ����!%�#� �� ���� �����	�� ��
�1����� ��� 	� ��� ����	�� ������	������ ���	����� ��� ������	��� ���
�	��	����	� ��	���� ��� ��� "��� �������	� ����� ���� 	������	� ��



*�����
� �6	�� .:$

���� �1����! 	���% )���� ��� �	�� ���� ��1 �	����������� ����� 	�� ���
��
� ��� ������	�� 	� ��� �	��	����	� ���� ������� �	 ������ ��� "���
	� ��� ���	�� �������� 	� ��� �������	�% )	 �1����� ��� �	�����������
�� ���� �	 ��
� ��� �������	� 	� ��� �1������	�� �� #,%,,& ��� #,%,.&�
��� ������	�� 	� ��� �1������	�� �� #,%$.&� #,%$:& ��� #,%$C&� ��� ���
�	��	����	� 	� ��� �1������	�� �� �=����	�� #,%0:& ��� #,%0C&% �� �����
	�� ���� ����� ��� $$ �������� �	������� ��� ����� ��� ����� �! �=����	��
#4%$& ���	��� #4%$$& ���	�%

�� 	�� "��� ���	��� �� 	����� � �	����� �	� ��� ������	�� ����
������� �	 + 	� ��� �1������	�� �� �=����	� #,%$.&% �� 	����� ��� ����
�	����� �! ��
��� ��� �������	� 	� ��� �1������	�� �� �=����	� #,%,,&%

�/!��!' (��� ��� )� � �  ��	 7 �� �� �� ������
 ,�$�� ���� ���

���� . � 1�

#4%$& ��#06 Æ#� � &�&#�
.&#+& ' Æ��#06 #� � &�&#+
.&

' ��#�*)&
��

���

��� � .�
�
��

7�#�*)6 ���� +�@ �!&4#�*)6�!& 
�!

������ �� � �������� �� +� �� �� �� ���
��� �� �#063� $&�

"����% )�� "��� �=�����! �� #4%$& �	��	�� ��	� +����
 ,%A ���� �
�������� ���� #� �  &�% )�� ���	�� �=�����! �� #4%$& �	��	�� ��	�
�=����	� #,%,,& ��� 7���� ,%$%

�� 	�� ���	�� ���	��� �� 	����� � �	����� �	� ��� ������	�� ����
������� �	 . 	� ��� �1������	�� �� �=����	� #,%$.&%

�/!��!' (� � ��� )�  � � ��	 7 �� �� �� ������
 ,�4� ����� ���

���� . � 1�

#4%0& ��#06 Æ#� � &�#+
�&&#.&

' Æ#� � &�#+
.& @
�
*

)

���� ��
���

1�7�#���� +�&

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#063� $&�



.:0 ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

"����% )��� ������ �	��	�� ����������! �! ��������� � ���� #� � &�
�� �=����	� #,%0C&%

B�1� �� ��
� ��� ������	�� 	� ��� �1������	�� �� �=����	� #,%$:&%
8���� ����� ��� ��	 ����� ����� �� ��� ��
� ��� ������	�� ������ ����
������� �	 + #)��	��� 4%, ���	�& 	� ���� ���� ������� �	 . #)��	���
4%4 ���	�&%

�/!��!' (�-� ��� )� � �  ��	 7 �� �� �� ������
 ,�$�� ���� ���

���� . � 1�

#4%,& ��#06 #Æ� #�
.& � Æ #�
.&&�&#+&

' ��
�#�*)&

��
���

��
���

��� � .����� .�
�
��

4#�*)6�!&

�
��

��

��

� ���� +�@ �! @ �"�
0

�
6�

� ���� +�@ �! � �"�
0

�
4#�*)6 �"& 
�"

�

�!

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#063� $&�

"����% 8 ������ ���������	� ����� #,%$:& ��	�� ���� #4%,& �	��� �	� ��
�%�% + � ������� � �% B	� �	�����	� #,%,�& ������� ���� ��� ��������� ����
	� #4%,& ���	��� �	 �#063� $& ������� �	� ���� $ ��� : �� 	$� � � � � �
�

$

0
��#�*)&

�
��

��

� �8 @ �! @ �"�
0

�
6�

��8 @ �! � �"�
0

�
4#�*)6 �"& 
�"

�� 	�� 	� ��� �	�� ����� ���	���� �� ��� ���������	� 	�

7���#�*)6 �8 @ �!& ' /

/8�

�
/

/8�
7#�*)6 �8 @ �!&

�
�

�/!��!' (�(� ��� )�  ��	 � �� �� �� ������
 ,�4� ��	 ���

. � 1� ����� ������ ��� �� �������� ��������
 ���� ������� �� ���

�����	 ����
��� �� ��� ���������� �� ��� ����������� �� �������� #,�$:&



*�����
� �6	�� .:,

����	� ��� ���
���

#4%4& &�	
�
� �#Æ� #�
. @ �& � Æ #�
. @ �&&�#+&�

' ��#�*)&
��

���

��
���



��� � .�@

�
*

)

����

1�

�

���� . @

�
*

)

����

1�

�

�
�
��

��

� ���� +�@ �"�
0

�
6�

� ���� +� � �"�
0

�
4#�*)6 �"& 
�"

@
*

)
��#�*)&

��
���

��

�
��

��

����� +�@ �"�
0

�
6�

����� +� � �"�
0

�
4#�*)6 �"& 
�"

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#063� $&�

"����% )	 	����� �	����� #4%4&� �� �����! ���������� ��� ���������
���� 	� �=����	� #,%$:& ���	 ��� �������� ���� 	� #4%4& ��� ���� ��������
���� ����!���  �!���� �������� ����� #,%0�& ��� #,%0$&%

D�� ��1� �	�� �� �	 	����� �	������ �	� ��� ������	�� 	� ��� �	��	�
����	� ��	���� ���� ������� �	 ��� ���	�� �������� 	� ��� �������	��%
8����� ����� ��� ��	 ����� ����� �� ��� ��
� ��� ������	�� 	� ��� �1�����
��	�� �� �=����	� #,%$C& ������ ���� ������� �	 . #)��	��� 4%A ���	�&
	� ���� ���� ������� �	 + #)��	��� 4%/ ���	�&%

�/!��!' (�.� ��� )� � ��	  �� �� �� ������
 ,�. ������ ����

��� ���� . � 1 ��	 � ���� + � ������� � ��

#4%A& ��#06 #Æ� #+
�& � Æ #+
�&&�&#.&

'



Æ� #+
.-

�
0& @

�
0*

)

���� ��
���

1���#���� +�&
�
Æ #+
.-

�
0&

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#063� $&�



.:4 ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

"����% J���� �=����	� #,%$C&� �� 	����� ���� ��� �������� ���� 	� #4%A&
�=���� ��� ����!���  �!���� ��������

&�	
�
�


�
Æ�

�
+

����. @ ��
0

�
@

�
*

0)

���� ��
���

1���#���� +&
�

�
�
Æ 

�
+

����. @ ��
0

�
�
�
*

0)

���� ��
���

1�6�#���� +�&
�

� *

0)

��
���

����#���� +�&6�#���� +�&
�
�

)���� ����� #,%0�& ��� #,%0$& �	 �������� ��� ��	��  �!���� ��������
!����� ��� ��������� ���� 	� #4%A&%

�� 	��� ��� ��		� 	� 	�� ��1� ���	��� ������� �� �� ���! ������� �	
��� ���� ��	 ��		�� ����� ��	��%

�/!��!' (�)� ��� )� � ��	  �� �� �� ������
 ,�4� ��	 ��� . � 1�

���� ��� ��������
 �� ��� ����������� �� �������� #,�$C& ���� �������

�� + �� ����� �� ��� ���
���

#4%/& &�	
�
� �#Æ� #+ @ �
�& � Æ #+ @ �
�&&�#.&�

' ��#�*)&
��

���

��
���


�
�� �

.�
0

�
@

�
*

0)

����

1�

�

�

�
���

.�
0

�
@

�
*

0)

����

1�

�
�
�
��

��#���� +�@ �"&6�#���� +�@ �"&4#�*)6 �"&
�"

� *

0)
��#�*)&

��
���

��

�
��

��#���� +�@ �"&6�#���� +�@ �"&4#�*)6 �"& 
�"

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#063� $&�

�� 	�� ��1� ���	��� �� 	����� � �	����� �	� ��� �������	� 	� ���
�1������	�� �� �=����	� #,%,.&%



*�����
� �6	�� .:A

�/!��!' (�3� ��� )� � �  � # ��	 ; �� �� �� ������
 ,�$$� ����

��� ���� . � 1�

#4%.& Æ#��#06� & � ��#06 &&�#+
.&

' ��#�*)&
�
��



#

�
� *)6 ���� +�@ �"�

0

� ��
���

�
���

.�
0

�
;�

�
� *)6 ���� +� � �"�

0

�

@;

�
�*)6 ���� +� � �"�

0

� ��
���

�
�� �

.�
0

�
#�

�
�*)6 ���� +�@ �"�

0

��
4#�*)6 �"& 
�"

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#063� $&�

"����% -! )��	��� ,%$$� #��#06� & � ��#06 &&�#+& �� �� ������� 	�
�#063& ��� �	 �! 7���� ,%$� Æ#��#06� & � ��#06 &&�#+
.& ���	��� �	
�#063� $&% J���� #,%,.& ��� #,%/& �� 	����� �=����	� #4%.&%

B�1� �� 	����� �	������ �	� ��� �	��	����	� ��	���� 	� ��� �1�����
��	�� �� �=����	� #,%0:&% 8���� ����� ��� ��	 ����� ����� �� ��� ��
� ���
�	��	����	� ��	���� ���� ������� �	 ��� "��� �������� 	� ��� ���	��
�������� 	� ��� �������	�%

�/!��!' (�4� ��� )� � �  � #� ; ��	 . �� �� �� ������
 ,�$$� ����

#4%:& #Æ��#06� &#�
.& � Æ��#06 &#�
.&&�#+&

' ��#�*)&
��

���

��
���

��� � .����� .�

�
�
��

#�

�
� *)6 ���� +�@ �"�

0

�
;�

�
� *)6 ���� +� � �"�

0

�
4#�*)6 �"& 
�"�

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#063� $&�

"����% -! +����
 ,%A �� 
�	� ���� Æ��#06� &#�
.& ��� Æ��#06 &#�
.&
��� �������� 	� �#063� $&% >����� �! )��	��� ,%4 ����� �	��	����	�
��	���� �� �� ������� 	� �#063� $&% I=����	� #4%:& �	� �	��	�� �! �
������ ���������	�%

�/!��!' (�,� ��� ) � � � 	�
� ��� � � �#063& �� �� ��

������
 ,�:� ��	 ���  � �#063& �� �� �� ��
��� ,�,� ����� ���



.:/ ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

���� . � 1�

#4%C& #Æ��#06� &#+
�& � Æ��#06 &#+
�&&�#.&

'



Æ��#06� &#+
.-

�
0& @

�
*

0)

���� ��
���

1�#�#�*)6 ���� +�&
�

�


Æ��#06 &#+
.-

�
0&�

�
*

0)

���� ��
���

1�;�#�*)6 ���� +�&
�

� *

0)

��
���

��#�#�*)6 ���� +�&;�#�*)6 ���� +�&

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#$63� $& ����� # ��	 ;
��� ����� �� ��������� #,�04& ��	 #,�0.&� �������������

"����% I=����	� #4%C& �	��	�� �������! �! ��������� � �  � � ��� 6 ��
�=����	� #,%$C& ���� ��#06� &� ��#06 &� # ��� ;� �����������!%

�� "���� ���� �����	� �! ��
��� ��� �	��	����	� ��	���� 	� ���
�1������	�� �� �=����	� #,%0C&� "��� ���� ������� �	 . ��� ���� ����
������� �	 +%

�/!��!' (��+� ��� ) � ��	�
� ��� � � �#063& �� ����� �� #0�$/&�
��	 ���  � �#063& �� ����� �� #,�.&� ����� ��� ���� . � 1�

#4%$�& #��#06 Æ� #+
�&& � ��#06 Æ #+
�&&&�#.&

'

�
Æ� #+
.-

�
0& @


�
*

)

����

@

�
*

0)

����� ��
���

1���#���� +�&
�

�
�
Æ #+
.-

�
0& @


�
*

)

����

�
�
*

0)

����� ��
���

1�6�#���� +�&
�

�
�
*

0)

���� ��
���

����#���� +�&6�#���� +�&

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#$63� $&�

"����% )�� �	������	�� 	� ���� ���	��� �	��	� ����������! �! �����
�=����	�� #,%0C& ��� #,%$C&%



*�����
� �6	�� .:.

�/!��!' (���� ��� )�  ��	 � �� �� �� ������
 ,�4� ���� ��� ���

. � 1� ��� ����������� ���	��� ���� ������� �� + �� ��� ����������� ��

�������� #,�0C& �� ����� �� ��� ���
���

#4%$$& ��#�*)&
�
��

� ��
���



��� � .�@

�
*

)

����

1�

�
��

� ���� +�@ �"�
0

��

�
� ��

���



���� .�@

�
*

)

����

1�

�
6�

� ���� +� � �"�
0

��
4#�*)6 �"& 
�"

������ �� � �������� �� +� �� �� ���
��� �� �#063� $&�

"����%  	����� #4%$$& �	��	�� �! � ������ ���������	� ����� ��� ������
���� ���� 	� �=����	� #,%0C& ��� ���� �=����	�� #,%/& ��� #0%$0&%

+I I+IBFI�

�� ���� �� ��"� ��) ��	� ��"�!�(>
 �� 	� ���
���� ��
������������ ����	����

5�(��&�� 5���� �� �� -4?=7.
 4 @1�

�� 
 ������� �������
 �� ���������	 �� �
������	� �� ��
		��� ������
��
�	
 ���� 6�";� �������� � -4??4.
 4<< 48=�

�� ���� ����&
 ���� �� ��) �� A""
 ��
������������ ����	����� �����

����
��� ��	� ��������� �� �
�������
	 �� ��	�����  ����� 	����
 ����&��$ �����,"� �
���(��$ *#�(��"�� �� -3111.
 4=? 311�

�� ���� ����&
 ���� ��"�
 ��) �� �>"#& !���������� �� ����	 ����

�	 ����
����
������
�"�� ��
������������ ����	����	 �� �
������ 	����
 ������ 	 ��� 5����
�"(� ��� -311@.
 3?38 3?<9�

�� ���� ����& ��) �� �>"#&
 #�� �$��� �� ����� �� ��� ��
������������ ����	�
����� ��� �����

���� ����
�� ��� ��� ��	� ���������
 6��	 ���(�� 5���� �� ��
-3111.
 38 @9�

�� 
 ������
�"�� ��
������������ ����	����	 ��� � ��	� ��������� ��
�
������ 	����
 ����&��$ �����,"� � ���(��$ *#�(��"�� �� -311@.
 @=8 @?@�

	� �� �#B ��
 �� 6��> ��) �� �>"#&
 ���
���� ��
������������ ����	����	 ���
�����

����
 ������ 	 ��� 5���� �"(� ��	 -4??8.
 774 7=@�


� 
 ������
�"�� ����	����	 ��� �����

����	
 ��������� �� 5���� 5����
�(�� �� -4??=.
 4? @3�

�� ��C� �"���"� ��) ���� �>"#&
 �� 	� ���
���� ��
������������ ����	����

5�(��&�� 5���� �� �� -4?=?.
 41@ 43=�

��� 
 %��
����������� ���	
����
��� ��  ����� 	����
 6�(�'( �� 5���� 
�
-4?=?.
 48= 4=7�



.:: ����� ��� ��	��
 �	� ��� ��
� 	�� �	��� ��
��

��� ���� �� 
 ��C� �"
 �� 6��>
 ��) �� �>"#&
 &�
�����	���	 ����� ����	����	�
�����

����	� ��� ��	� ���������	
 ��������� �� 5���� 5���� �(�� �� -4???.
 4?4 31<�

��� �� 6��>
 ��) �� �>"#&
 !���������� �� ����	 ����

�	 ����
���� ���
����
������� �������
	
 6��	 ���(�� 5���� �� 
 -4??9.
 4 44�

��� �� A��
 '����

���� �� ��
����� ����� ����	����
 6�(�'( �� 5���� �� -4?78.

=@4 =@9�

��� 
 %�����	��� �����		�	 ��� ���  ����� �������

 5��(�$ ��>>��
 ��(�

��� A"�>
 4?=@�

��� �� A""
 '����

���� ��� ��� ��
����� ����� ����	���� �� ��	�����  �����
	����
 �"(>+ 5"#����� �� 5���� �� -4??8.
 48== 489=�

���������� 	
 ��������
��� ����		� ��
����
��� ���	��� ��������
�	���
�
��� �������� ����������������������

���������� 	
 ��������
��� ����		� ��
����
��� ���	��� ��������
�	���
�
��� �������� ��������������������

���������� 	
 ��������
��� ��
����
�� 	
 ��������� �
��	 �� ���
������� !"#""�����
�
��� �������� �������
�����������


	University of Nebraska - Lincoln
	DigitalCommons@University of Nebraska - Lincoln
	2010

	Generalized Fourier-Feynman Transforms, Convolution Products, And First Variations On Function Space
	Seung Jun Chang
	Jae Gil Choi
	David Skough

	chang-choi.dvi

